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摘 要：高考试题是命题专家精雕细琢的结果，凝聚了命题专家的智慧结晶.高考题不仅具有选拨功能，还承

载着引导教学、育人等多重使命.众多高考题都有多种解法，为不同考生提供了多样的思考空间和解答路径，本文

主要对 2019 高考全国 2 卷文数 20 题进行解法探讨和变式探究，与同行交流.
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每一道高考试题都是命题专家的智慧结晶，高考题不仅承载着选拨使命，还承载着引导教学、育人等多重使

命.很多高考题的解法并不唯一，为不同考生提供了多样的思考空间和解答路径，在某种程度上体现了试题的人文

关怀，更是命题专家智慧的体现.本文以 2019 年高考全国卷Ⅱ文数第 20 题为例，进行多解分析和变式探究，以期

与同行交流.

一、试题呈现与分析

已知 1 2,F F 是椭圆 :C
2 2

2 2 1( 0)   
x y a b
a b

的两个焦点， P为C上的点，O为坐标原点.

（1）若 2POF△ 为等边三角形，求C 的离心率；

（2）如果存在点 P ,使 1 2PF PF ,且 1 2F PF△ 的面积等于16，求b的值和 a的取值范围.

本道的第一问是以椭圆的焦点三角形为背景，求椭圆的离心率，该问主要考查椭圆定义和基本性质，试题难

度不大，很多学生都能够轻松作答.第二问是以椭圆焦点三角形为研究背景，以三角形面积为研究对象，求椭圆的

参数的值和范围.该问主要考查椭圆基本性质，焦点三角形面积，直线与圆锥曲线的位置关系等知识，考查学生的

推理论证与运算求解等能力，考查数形结合、化归转化及函数方程思想等数学思想方法，考查逻辑推理、直观想

象、数学运算等数学核心素养.

本道试题并不难，试题素材和问题设置学生并不陌生，提出的问题都是解析几何中较为基础、常规的问题.

试题入口宽，层层递进，有利于学生的解答.试题的解答最关键是通过直观想象、数形结合等过程将题设的几何条

件转化为代数进行处理，其解题智慧点是选择恰当的化归方式进行优化推理过程.试题突出以知识为载体，重点考

查数学“四基”和“四能”，考查学生的核心素养水平.试题具有很好的信度与效度，对其进行求解探讨和变式探

究对提升学生解题能力，发展数学素养水平，提高备考效益等具有积极意义.

二、解法赏析

(1)解法 1：连接 1PF ,由 2POF 为等边三角形知，在 1 2F PF 中, 0
1 2 90 F PF ，所以 2 PF c， 1 3PF c，

根据椭圆定义得 1 22 ( 3 1)   a PF PF c，所以椭圆C 的离心率
2 3 1
3 1

   


ce
a

.

解法 2：连接 1PF ,由 2POF 为等边三角形知，在 1 2F PF 中, 0
1 2 90 F PF ，所以 2 PF c，根据椭圆定义得：

1 2 PF a c ，由勾股定理 2 2 2(2 ) (2 )  c a c c ，即 2 22 2 a ac c ，两边同除以 2a 得 2 2 2 0  e e ，解得

3 1 e .

解法 3：连接 1PF ,由 2POF 为等边三角形得 0
2 60 POF ， 2 PF c，故 0

1 120 POF ，在 2POF 中根据正

弦定理得： 1
0 0

| |
sin120 sin30


PF c

,所以 1 3PF c ，根据椭圆定义得 3 2 c c a ,所以椭圆 C 的离心率
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.

解法 4：连接 1PF ,由 2POF 为等边三角形得 0
2 60 POF ， 2 PF c，故 0

1 120 POF ，在 2POF 中根据正

弦定理得： 2 2 2 2
1 1 1 1| | | | | | 2 | | | | cos 3     PF PO OF PO OF POF c ,所以 1 3PF c，根据椭圆定义得 3 2 c c a ,

所以椭圆C 的离心率
2 3 1
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   

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.

解法 5：由 2POF 为等边三角形得
3( , )

2 2
cP c ，代入椭圆方程得

2 2

2 2

3( ) ( )
2 2 1 

c c

a b
，所以 2 2 2 2 2 23 4 b c a c a b



又 2 2 2 b a c ，所以整理得 2 2 2 44 8 0  a a c c ，等式两边同时除以 4a 得： 2 44 8 0  e e ，结合 0 1 e 解得
2 4 2 3 e ，所以椭圆C 的离心率 3 1 e .

解法 6：由 2POF 为等边三角形得
3( , )

2 2
cP c ， 2 PF c，所以 2   pPF a ex ，即

2
cc a e  ，整理得：

2 2 2 0e e   ，解得： 3 1e   .

评注：解法 1—解法 4 其本质是一样的，都是围绕焦点三角形进行求解.解法 1 与解法 2通过连接 1PF 后根据

直角三角形的性质得 1 2PF F 是直角三角形，再结合椭圆定义进行求得椭圆的离心率，解答思路简单、过程简洁，

这两种解法是解答该题的最佳解法.解法 3 和解法 4 连接 1PF 后在 2POF 中利用正余弦定理求得 1PF ，再结合椭圆

定义也可求得椭圆的离心率，这两种解法的解答过程也不是很复杂，若一时没想到 1 2PF F 是直角三角形，解法 3

和解法 4 也是不错的选择.解法 5 是将点 P的坐标代入椭圆方程得出关于 a，b，c的方程，再结合 2 2 2 b a c 即

可求出椭圆的离心率，该解法自然，思路清晰，但对运算求解能力的要求相对较高.解法 6 是利用椭圆的第二定义，

虽然教材没有专门介绍椭圆第二定义，但教材例题蕴藏着该方法，该解法的解答思路清晰、过程简洁，解答小题

用该解法达到快速、高效的目的.

（2）解法 1 ：设 ( , )P x y 则依题意得
1 | | 2 16
2

 y c ， 1  
 
y y

x c x c
，即 | | 16c y ①， 2 2 2 x y c ②，又

2 2

2 2 1 
x y
a b

③，由②③及 2 2 2 a b c 得
4

2
2
by
c

又由①知
2

2
2

16
y
c

，所以 4b .由②③得
2

2 2 2
2 ( ) 
ax c b
c

，所以

2 2c b ，从而 2 2 2 22 32   a b c b ，所以 4 2a .所以 4b ， a的取值范围为[4 2, ) .

评注：解法 1 是通过设点 P的坐标，然后根据题意列出相关的方程并求解得b的值，再通过代数变形以及不

等关系 a的取值范围.该解法解题思路清晰，容易想到，但对运算求解能力和推理论证能力的要求比较高.

解法 2：设 1 1| |PF r ， 2 2| |PF r ，由 1 2F PF 的面积等于16，所以得 1 2 32r r  ①，又根据椭圆定义得：

1 2 2r r a  ②，由 1 2PF PF 得
2 2 2
1 2 (2 )r r c  ③，由①②③及 2 2 2 a b c 解得 4b .

又 1 2 1 22 2 2 32 8 2     a r r r r （当且仅当 1 2r r 时等号成立），所以 4 2a .所以 4b ， a的取

值范围为[4 2, ) .

评注：解法 2 主要利用椭圆定义、三角形面积公式、勾股定理列有关方程，然后结合椭圆中基本量的关系解

得b的值，最后利用基本不等式求得 a的取值范围.该解法的思路也非常清晰，也容易想到的解法，同时减少了运

算量，是该题的通解.

解法 3：设 1 1| |PF r ， 2 2| |PF r ，由 1 2F PF 的面积等于16，所以得 1 2 32r r  ，又根据椭圆定义得：

1 2 2r r a  ，所以 1 2,r r 是方程 2 2 32 0  x ax 的两根，所以有 2

0
( 2 ) 4 32 0

a
a


    

，所以 4 2a  .由

1 2PF PF 得
2 2 2
1 2 (2 )r r c  ，又 1 2 2r r a  ，所以

2
1 22 4r r b  ，所以 4b  .所以 4b  ， a的取值范围为

[4 2, ) .

评注：该解法思路清晰，运算量小，过程简洁、高效.该解法的巧妙之处是将方程思想使用得淋漓尽致.

解法 4：依题意得
1 2

2 2tan 16
4F PFS b b

   ， 4b  ，因为存在点 P，使得 1 2PF PF ，

所以只需最大角等于90 .设 1 PF F  则
2sin
2

b
a

   ， 所以 4 2a  ， 所以 4b  ，

a的取值范围为[4 2, ) .

评注：该解法用到焦点三角形面积的结论快速求出b的值，再利用数形结合很快解得 a的取值范围，但需要

注意的是，在解答题的解答过程中焦点三角形面积的结论不能直接使用，需要有解答、推理过程.但若在解答客观

题时该解法是很不错的选择，可以快速准确的解决问题.

三、变式探究
情景变式和过程变式是试题变式的重要路径，这两种变式都有利于揭示问题的本质，拓展问题的外延，对培

育学生的数学能力，发展学生的核心素养水平都大有裨益.

变式 1：已知 1 2,F F 是椭圆 :C
2 2

2 2 1( 0)   
x y a b
a b

的两个焦点，以 1 2F F 为边作正三角形，若椭圆恰好评分正

三角形的两边，则C 的离心率是 .【答案： 3 1 】



变式 2：已知 1 2,F F 是椭圆 :C
2 2

2 2 1( 0)   
x y a b
a b

的两个焦点，P是椭圆C 上一点，以椭圆的焦距为直径的

圆交椭圆于四个不同的点，顺次连接四个点和两个焦点，恰好围成一个正六边形，则C 的离心率是 .

【答案： 3 1 】

变式 3：已知 1 2,F F 是椭圆 :C
2 2

2 2 1( 0)   
x y a b
a b

的两个焦点， P是椭圆C 上一点，直线 1PF 与 2PF 倾斜角

的差为 090 ，且直线 1PF 的斜率为 2，则C 的离心率是 .【答案：
5
3

】

变式 4：已知 1 2,F F 是椭圆 :C
2 2

2 2 1( 0)   
x y a b
a b

的两个焦点，过 2F 作椭圆长轴的垂线交椭圆于点 P，若

21PFF 为等腰直角三角形，则C 的离心率是 .【答案： 2 1 】

变式 5：已知长方形 ABCD， 4AB ， 3BC ，则以 A、 B为焦点且过C 、D两点的椭圆的离心率

是 . 【答案：
1
2
】

评注：变式 1——变式 5 都是对考题的第一问进行情景变式，将问题的情景和表述进行变换，但问题的本质

是相同的，求解思路基本一致.通过对变式 1——变式 5 的求解让学生在变中寻找不变的本质，加深学生对问题本

质的理解，提高审题能力、分析问题能力、解决问题能力，提升学生的数学思维能力、应变能力等.

变式 6：已知 1 2,F F 是椭圆 :C
2 2

2 2 1( 0)   
x y a b
a b

的两个焦点，若椭圆C 上存在一点 P，使得 0
1 2 60 F PF ，

则椭圆C 的离心率的取值范围是 .【答案：
1[ ,1)
2

】

变式 7：已知 1 2,F F 是椭圆 :C
2 2

2 2 1( 0)   
x y a b
a b

的两个焦点，若椭圆 C 的内部总存在一点 M 满足

1 2 0MF MF 
 

，则椭圆C 的离心率的取值范围是 .【答案：
2(0, )
2

】

变式 8（2017 全国卷 1 文 12 改编）：设 A、B是椭圆C：
2 2

1
3
x y

m
  长轴的两个端点，若C上存在点M 满

足
0120 AMB ，则椭圆C 的离心率的取值范围是 .【答案：

2 6(0, ) ( ,1)
3 3
 】

评注：考题的第二问是通过已知焦点三角形的面积告知参数b的值，椭圆上存在点 P使 1 2PF PF 告知参数 a
的取值范围.变式 6——变式 8是在考题第一问的基础上结合第二问的思路，进一步研究椭圆的性质.变式 6——变

式 8 的求解思路从方程思想到寻找不等式关系，试题难度进一步提高，问题的求解对数学能力的要求进一步提高.

通过对变式 6——变式 8 的求解进一步提高学生的分析问题能力、解决问题能力，最终提高学生的数学能力，发

展学生数学素养水平.

变式 9：已知 1 2,F F 是双曲线 )0,0(12

2

2

2

 ba
b
y

a
x

的两焦点，以线段 1 2F F 为边作正三角形 1 2MFF ，若边

1MF 的中点在双曲线上，则双曲线的离心率是 .【答案： 13  】

变式 10： 1F和 2F 分别是双曲线
2 2

2 2 1( 0, 0)x y a b
a b

    的两个焦点， A和 B是以O为圆心，以 1FO 为半

径的圆与该双曲线左支的两个交点，且△ ABF2 是等边三角形，则双曲线的离心率是 .【答案： 13  】

变式 11：（2019 全国 I理 16）已知双曲线C ：

2 2

2 2 1( 0, 0)x y a b
a b

    的左、右焦点分别为 1 2,F F ，过 1F 的

直线与C 的两条渐近线分别交于 ,A B两点．若 1F A AB
uuur uuur

， 1 2 0FB F B 
uuur uuur

，则C 的离心率为_______．【答案：2】

变式 12：已知双曲线 12

2

2

2


b
y

a
x

（ 0,0  ba ）的右焦点为 F ，若过点 F 且倾斜角为
060 的直线

与双曲线的右支有且只有一个交点，则此双曲线离心率的取值范围是_______．【答案：  ,2 】

评注：变式 9——变式 12 是切换问题背景，将椭圆换位为双曲线，为一般化研究进行有益探索，同时也为学

生应用实践提供有效的素材，对提高学生的分析问题能力和解决问题能力，提高复习备考效益有积极意义.



四、结束语

高考试题具有导向功能，做为一线教师需细细口味，从不同角度对试题进行深度赏析，引导学生对问题本质

加深理解，打通知识脉络，编织知识网络，构建知识体系.同时，教师对问题进行情景变式探究，可让学生在变的

过程中寻找不变的本质，有利于揭示问题本质；而过程变式探究可引导学生深度学习，拓宽解题思路，训练数学

思维，提升数学能力，发展数学素养水平等，从而让学生在解题实践中深化对知识的理解，在解决问题过程中提

升数学素养.
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